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e
Cursul precedent

Programarea liniara: algoritmul simplex ()
v Forma standard
v" Proprietati algebrice
v" Solutia de baza
v" Solutia de baza admisibila
v Constructia tabloului simplex
v" Tabloul simplex initial
v Imbunétatirea solutiei
v Interpretarea solutiei
v" Interpretarea rezultatelor primei iteratii
v Cautarea solutiei optime
v" Interpretarea solutiei optime
v Corespondenta cu Excel Solver

Suport curs MADDM - Lacrimioara Grama - CC BY-NC-SA 4.0



https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/?ref=chooser-v1
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/?ref=chooser-v1

La finalul acestui curs, studentii vor putea sa:

» explice rolul variabilelor de surplus si al variabilelor
artificiale in construirea formei tabelare

» construiasca forma tabelara pentru probleme LP cu

restrictii de tip ,,<”, ,2”, ,,=” si cu valori negative in membrul
drept

» descrie logica metodei Big-M / a fazei | pentru eliminarea
variabilelor artificiale

» transforme o problema de minimizare intr-o problema
echivalenta de maximizare

» identifice cazurile speciale care pot aparea in metoda
simplex: solutii inexistente, nemarginite, alternative
optimale si degenerate
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Forma tabelara - generalizare

Cuprins
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e
Forma tabelara — generalizare

ﬁ)az simplu \

Daca problema are:
= toate constrangerile de tip ,,<”
= termeni liberi nenegativiin membrul drept
forma tabelara se obtine direct:
» se adauga cate o variabila de reducere pentru fiecare constrangere
Q variabilele de reducere formeaza baza initiala /

@azuri speciale de formulare
Daca problema contine:
= constrangerile de tip ,,=>” sau ,,="
= valori negative in membrul drept al constrangerilor
forma tabelara nu se obtine direct:
» se introduc variabile de surplus si/sau variabile artificiale
\> pot fi necesare transformari inainte de construirea tabloului simplex initiay
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Constrangeri de tip ,,=>”’

» Reluam exemplul din cursul anterior si mai adaugam o constrangere

Ex: O firma X importa componente electronice pentru a asambla doua tipuri de calculatoare: desktop si
laptop. Firma doreste sa stabileasca programul de productie saptamanal pentru cele doua produse.

Un sistem desktop aduce un profit de 250 lei/unitate, iar un laptop aduce un profit de 200 lei/unitate.

Pentru saptamana urmatoare, firma are disponibile cel mult 150 de ore pentru asamblare. Un sistem
desktop necesita 3 ore, iar un laptop necesita 5 ore de asamblare.

Firma are pe stoc doar 20 de ecrane pentru laptopuri; prin urmare, pot fi asamblate cel mult 20 de
laptopuri.

De asemenea, firma poate utiliza cel mult 300 m?2 Model matematic

pentru noua productie. Asamblarea unui sistem /Max 250x:  4+200x it obiectiv)\
- 2 - . 1 2 b
desktop necesita 8 m4, iar asamblarea unui laptop . 3, W =50 (s

necesitd 5 m2.

1x, < 20 (ecran laptop)
8x4 +5x, <300 (capacitate spatiu)
1x4 +1x, =25 (productie minima)

>0 (nenegativitate) /

Noua cerinta:

Sa presupunem ca managerul firmei X doreste sa se
asigure ca productia totala pentru cele doua
modele este de cel putin 25 de unitati. \_ X1, X2
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R R AR REE,
Constrangerea ,," si variabila de surplus

» Pentru obtinerea formei standard folosim trei variabile de reducere, pentru constrangerile ,,<”, si
o variabila de surplus, pentru constrangerea ,,=>”

/N[ax 250x1 +200x2 +051 +OSZ +053 +OS4 \
(Max 250x, +200x, )
s.t. 3% +5x; <150 s.t. 3x +5x, +1s; = 150
Ix, < 20 Forma standard 1x, +1s, = 20
8x, +5x, <300 a exemplului 8x, +5x, +15s3 = 300
1x1 +1x2 > 25 —
\ x4, % 20/ 1x1 +1x2 _154_ = 25
k X1, X5, S1, S5, S3, Sy = 0/

/Solu’gie initiala neadmisibila )

Daca procedam ca in cazul constrangerilor de tip ,,<”,
am seta variabilele de decizie: x; = x, =0

[Concluzie: forma standard este
echivalenta cu modelulinitial, dar nu
permite identificarea directa a unei

» Din ultima constrangere rezulta: s, = —25 < 0 solutii initiale de baza admisibile

\Prin urmare, solutia de baza obtinuta nu este admisibiléy
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Introducerea variabilei artificiale

@riabilé artificiala

~

Gn adaugarea variabilei artificiale, se obtine o \

Pentru a obtine o solutie initiala de baza form4 tabelard cu baza initiala:
admisibila in forma tabelara, introducem o 3x; +5x, +1s; = 150
variabila artificiala a,.: 1x, +1s, = 20
o . 1x; +1x, —-1s, +1la, = 25
a, este un artificiu matematic: . : y
: . = Variabilele s4, 55, 53 Si a, formeaza coloane
= nu apartine problemei initiale unitate
" permite pornirea metodei simplex = Valorile din membrul drept sunt nenegative
= identifica restrictia cu care este asociata \ /
/Solutie de baza admisibila pentru problema modificata )
Setand x; = x, = s, = 0, obtinem: s; = 150, s, = 20, s; = 300, a, = 25
Aceasta solutie este admisibila pentru problema modificata, dar nu pentru problema reala:
= variabila artificiala a, are valoare pozitiva
\_ = productia minima este satisfacuta doar prin artificiul matematic a4 )
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Metoda Big-M

/Scopul variabilei artificiale este doar de a permite construirea\
unei baze initiale admisibile

Daca problema reala este admisibila, variabilele artificiale
trebuie sa devina nule in solutia optima

In metoda Big-M, acest lucru se obtine prin penalizarea

\variabilelor artificiale in functia obiectiv /

Pentru o problema de maximizare a firmei X, variabila artificiala
a, este penalizata cu un coeficient negativ foarte mare

Max 250x; + 200x, + 0s; + 0s, + 0s3 + 0s, — Ma,
unde M > 0 este un numar foarte mare

R == |

|0 |O |

o|lOoO|=|O
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@lax 250x; +200x, +0s; +0s, +0s; +0s, —May N

Tabloul simplex initial st 3 thx  Hs ~ 150
g 1x, +1s, =20
8x4 +5x, +15s; = 300
\_ 1x4 +x, —1s, +1a, = 25/

Modelulin forma standard cu penalizarea Big-M
X1 X2 S1 S2 S3 S4
Baza c¢p 250 200 0 0 0 0
s; O 3 5 1 0 0 0
s, 0 0 1 0 1 0 0
S3 0 8 5 0 0 1 0
a M| (1) 1 o 0o o0 -1
Zj -M -M o 0 0 M
ci—z; [PEVRIVM 200+M 0 0 0 -M

iar variabila artificiala a,

paraseste baza

Concluzie: x4 intrain baza,
(xl,xz,Sl, S2,83, Sy, a4) = (O, 0, 150, 20, 300, 0, 25)

[Solutia initiala de baza admisibila pentru problema modificaté:}
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R R R R R,
Rezultatul primei iteratii: eliminarea variabilei artificiale

X1 Xy 51 Sy S3 Sy a, b ﬂ ( \
Bazd ¢y | 250 200 0 o o0 o -mM|" a; Dupa prima iteratie
s, 0 3 5 1 0o 0 o0 0 |150]| 150/, =50 » Variabila artificiala a, a fost eliminata din baza
s, 0 0 1 0 1 0 o o0 | 20 - » Coloana corespunzatoare lui a, poate fi
s; 0 3 5 0 o 1 o o |s300]|300/ =75, \ suprimata din tabloul simplex )
o M| () 1 o o o0 -1 1|25
Z; -M -M o 0 0 M -M|-25M
¢ —2z 200eM 0 0 0 -M 0 Xy X3 S§ S; S3 S \ ay / .
Bazd cp (250 200 0O O 0 0 \-M/|
S1 0 0 2 1 0 0 3 75
(Inter retare )
P s, o o 1 0 1 0 0 20
» S-aobtinut o solutie de baza
fezabila pentru problema reala 53 0 0 -3 0 0 1 8 100
» Metoda simplex continua folosind xy 250 1 1 0 0 0 —1 25
\_ tabloul fara variabile artificiale ) z 250 250 0 0 0 —250 6250
Cj - Zj 0 —50 0 0 0 250
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_ b,
b; —
0 Aie

Continuarea metodei simplexX s ¢ [250 20 0 o

S1 0 0 2
@ Sy 0 0 1

3 75| 73/3=25

0
0
10 0 20 —
1
0
0

1
0
[Concluzie:s4intré?n baza, iar s3 pérésestebaza] ss 00 -3 0 0 100
x, 2501 1 0 0 0 -1 25 —~
Sy S5 Sz S4 ~ b; z (250 250 0 0O -250 6250
0 0 0 o D 3, 9-4|0 =50 0 o 250
Tabloul dupa eliminarea lui a,
1 0 3/ 0
0 1 0 0

lar s; paraseste baza

0 0 125/4 0 9375 [Concluzie: X, intra in bazé,J
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Solutia optima
Xy Xy 51 52 S3 S4 Tabloul final
Bazd ¢z | 250 200 0 0 0 0
ss 0|0 1 o 3 o X1 X2 S1 S2 S3 S4 5
l
s, olo 1 o 1 0 0 250 200 O 0 0 0
s 00 g0 0 Yo U | 4 (8 | @ | @ [RER
L 5 5 1
xn 2501 1 S, 0 o g oo : " —8/25 ; 3/25 0 .
z; 250 625/, o o 123/ 0 9375
¢ -z o BEM o o -125, o Sa 0 0 0 3/25 0 2/25 1 17
x, 25001 o ~L4 o 1 0 30
/Solu'giaoptimé \ Zj 250 200 14 0 26 0 9900
Deoarece variabila artificiala a4 a fost eliminata, iar ¢ — Z; 0 0 —-14 0 =26 0

criteriul de optimalitate este indeplinit (¢; —z; < 0
pentru toate coloanele ramase), tabloul final ofera
solutia optima a problemei reale:

» x1 = 30, x, = 12, profit maxim 9900 lei

Q S1 = O,Sz = 8,53 = 0,54.

Observatie

Daca o variabila artificiala ramane pozitiva in solutia
finala, problema reala nu are solutie admisibila

17
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Constrangeri de tip ,,=” si variabila artificiala

/Regulé )

Pentru o constrangere de tip ,,="
» nu se introduce variabila de reducere
» nu se introduce variabila de surplus

» se adauga o variabila artificiala a;, pentru
\ a putea construi forma tabelara /

/Forma tablou \
Exemplu: x; + x, = 25
= Pentru formatablou: x; + x, + a4, = 25

Variabila artificiala a, intra initial in baza si
permite construirea unei solutii initiale de

\bazé admisibile pentru problema modificaté/

/Observa’;ie
Variabila artificiala este doar un artificiu matematic

{ealé nu are solutie admisibila

In metoda Big-M, pentru o problem& de maximizare,
este penalizata in functia obiectivcu —M, unde M > 0 este foarte mare

Daca in solutia finala o variabila artificiala raméane pozitiva, problema

\ -\
o|1(0]|o0]"!
1|o|l1]o]’

variabila artificiala 1lo0lo]l1
1]0]o0(-mf
[
J A
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e
Eliminarea valorilor negative din membrul drept: reguli

/Regula generala \ ﬁonstréngeri de tip ,=" \

Daca avem o constrangere de forma:

» Pentru forma tabelara, valorile din
membrul drept al constrangerilor B A%y + axXy + o+ anXn 2 —b; b>0 )
trebuie sa fie nenegative atunciinmultirea cu =1 conduce la o constrangere echivalenta

y n de tip ,,<”:
» Daca o constrangere are membrul P

drept negativ, o inmultim cu -1 —A1X; — GXy T ApXp S b
pentru a obtine o constrangere Consecinta: forma tabelara se obtine prin adaugarea unei
echivalentd cu membrul drept variabile de reducere
pozitiv x(-1)
k / Qemplu: 6x1 + 3x, —4x3 = —20 — —6x1 — 3xy, + 4x3 < 20 /
[Constréngeri de tip ,,=" I
Daca avem o constrangere de forma: a;x; + a,x, + -+ a,x,, = —b; b > 0, atunciinmultirea cu =1 conduce

la: —a1x1 — axy, — - —apx, = b
Consecinta: forma tabelara se obtine prin adaugarea unei variabile artificiale

K()bserva';ie: in acest caz, semnul egalitatii nu se schimba, doar se face pozitiv membrul drept W,
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e
Eliminarea valorilor negative din membrul drept: reguli (cont.)

/Constréngeri de tip ,<” \

Daca avem o constrangere de forma:
ax; +ax, +-+a,x, <—b; b>0
atunci, prininmultirea cu —1, constrangerea echivalenta va fi de tip ,,=>":
—A1X1 — ApXy — **— ApXp = b

\Consecinté: forma tabelara se obtine prin scaderea unei variabile de surplus si adaugarea unei variabile artificiale/

Ex: Daca managerul firmei X cere ca numarul de laptopuri sa fie cel mult egal cu numarul de
desktopuri ramase dupa retinerea a 5 unitati pentru firma, atunci:

X, <X —5 = —x;+x, < -5
= Membrul drept este negativ, deci inmultim cu -1
X1 — X, =5
» Apoi forma tablou se obtine prin:

= scaderea unei variabile de surplus si
= adaugarea unei variabile artificiale

xl_x2_55+a525
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Cuprins

Forma tabelara - reguli de transformare
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e
Forma tabelara - reguli de transformare

[Mai intai se corecteaza membrul drept, apoi se adauga variabilele necesare in functie de tipul constrangerii ]

Membru drept negativ

Constrangeri ,,>”

Daca o constrangere are
membrul drept negativ, se
inmulteste cu —1 pentru a
obtine o constrangere
echivalenta cu membrul
drept nenegativ

Constrangeri ,,<” Constrangeri ,,=”

Se scade o variabila de
surplus si se adauga o
variabila artificiala

Se adauga o variabila
artificiala

Se adauga o variabila de
reducere

Pentru inegalitati,

inmultirea cu -1 schimba
sensulinegalitatii

Coeficientul variabilei de
reducere in functia
obiectiveste 0

Coeficientul variabilei de
surplus in functia obiectiv
este O

V.

Se obtine un model LP

echivalent

Variabila de reducere
poate intra initial in baza

Variabila artificiala are
coeficient —M in functia
obiectiv
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Observatii privind forma tabelara

= )

» Am transformat constrangerile cu membrul drept negativ
in constrangeri echivalente cu membrul drept nenegativ

e am obtinut

» Aceasta etapa este necesara deoarece forma tabelara
\ presupune valori nenegative in membrul drept /

/De ce conteaza \

> Inainte de aplicarea metodei simplex, modelul LP
trebuie adus intr-o forma care permite identificarea unei
solutii initiale de baza admisibile

> In functie de tipul constrangerii, se introduc variabile de
\ reducere, de surplus si/sau artificiale /
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Cuprins

Rezolvarea unei probleme de minimizare
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Rezolvarea unei probleme de minimizare

» O problema de minimizare poate fi tratata prin metoda simplex in doua moduri:

/ \ ﬁbordarea 2: transformarea in maximizare \

Abordarea 1: adaptarea regulii simplex y oL
B o la dei O problema de minimizare se poate transforma
entru minimizare, regula de introducere intr-o problema de maximizare:

n baza se inverseaza

» Se alege variabila cu valoarea cea mai min f(x) < max[—f (x)]
negativa din linia ¢; — z; » Dupa rezolvare, solutia in variabilele de

» Solutia este optima cand toate valorile deciz.ie.est.e aqeeasi, ia_r valoarea minima a
din linia ¢j — z; sunt nule sau pozitive functiei obiectiv se obtine schimband

ksemnulvalorii obtinute /

[Tn continuare vom transforma problema de minimizare intr-o problema echivalenta de maximizare]
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e
Problema de minimizare: exemplu

» Vom folosi pentru exemplificare problema fabricii de produse chimice din cursul 2

Ex: O fabrica de produse chimice produce doua produsele, A si B, utilizate ca materii prime de
companii producatoare de sapunuri si detergenti. Pe baza inventarului curent si a cererii estimate
pentru luna urmatoare, managerii au stabilit ca productia totala a produselor A si B trebuie sa fie de
cel putin 350 tone. In plus, trebuie onoratd comanda unui client important pentru cel putin 125 tone
de produs A.

Produsul A necesita 2 ore de procesare pe tona, iar produsul B necesita 1 ora de procesare pe tona.
Pentru luna urmatoare sunt disponibile cel mult 600 ore de procesare.

Costurile de productie sunt de 2 mii lei/tona pentru produsul A si 3 mii lei/tona pentru produsul B.
Obiectivul managerilor este satisfacerea cererintelor de productie cu un cost total minim.

/Min 2x,  +3x, (functia obiectiv)\
> Modelul matematic s.t. 1x; > 125 (cerere produs A)
1x; +1x, = 350 (productie totala)
2x; +1x, < 600 (timp procesare)

\_ X1, x, = 0 (nenegativitate) /
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R R R R R,
Minimizare —> maximizare si forma tabelara

Model matematic

/Min 2x1  +3x; (functia obiectiv)\

s.t. 1x = 125 (cerere p_rodus 1}) "Pas 1: transformam problema de minimizare intr-o h
1x; +1x, = 350 (productie totald) problema echivalentad de maximizare:
2x; +1x, < 600 (timp prc?c.esare) L min f(x) © max[—f(x)] )
\_ X1, Xo > 0 (nenegativitate) Y,
I /Pas 2: pentru forma tabelara N\
. _ ) » pentru constrangerile de tip ,,=” se scade o variabila
“ Max —2x; —3x; (noua functie obiectiv) de surplus si se adauga o variabila artificiala
s.t. 1x > 125 (cerere produs A) = variabilele artificiale sunt penalizate in functia
1x;, +1x, = 350 (productie totala) obiectivcu —M
2x;  +1x, < 600 (timp procesare) > pentru constrangerea de tip ,<” se adauga o
\_ X1, X > 0 (nenegativitate) ) \ variabila de reducere /
Forma tabelara 0
e /Max —-2x; —3x, +0s; +0s, +0s3; —Ma;, —Ma, ) Rezultat )
s.t.  1Ix —1s4 +1a, =125 Problema de minimizare a fost transformats
1x;  +1x, —1s, +1la, =350 intr-o problema de maximizare echivalenta
2x; +1x, +1s3 = 600 Modelul a fost adus in forma tabelara si se
\_ X1, X5, S1, S5, S3, ai, a, > ()/ \[poate construi tabloul simplex initial Y,
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Tabloul simplex initial si prima iteratie

Max —2x; —3x, +0s; +0s, +0s3 —Ma; —Ma,
Tabloul simplex initial @ st Ixg —1s +1lay =125
1x;  +1x, —1s, +1la, =350
X1 X2 S1 Sy S3 a, a, b bi 2x,  +1x, +1s3 = 600
Bazd cz | —2 -3 0 0 0 -M-M aiy e v v Sv e @ 20
Forma tabelara
o -M| (O 0 -1 0 0 1 0 125 ECEVAEEVI
a, —M 1 1 0 -1 0 0 1 350|350/ =350
s3 0 2 1 0 0 1 0 0 6000600/ =300
Z; —2M -M M M 0 -M -M —475M
Cj — Zj -3+M —-M —-M O 0 0 X1 X2 S1 S22 S3 Gy 5. b;
Bazd ¢z |—2 -3 0 o 0 -M a3
37 x;, 2|1 0 ~1 0O 0 0 125 —
. . - ay —-M| 0 1 1 -1 0 1 225|225/ =225
Concluzie: x, intrd in baza, 2 /1
iar a, paraseste baza s; 00 1 2 0 1 0 350 CEAESE
|tera‘|’:ia 1 Zj —2 —M 2—M M 0 —M -—-250-225M
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Iteratia 2: alegerea noii variabile de intrare

X1 Xy S1 S, S3 5 i
Bazd cp |—2 -3 0 0o 0 -M ' Qs
x, —2|1 0 -1 0 0 0 125 - Concluzie: s; intrain baza,
a, -M| 0 1 1 -1 0 1 225 225/1=225 iaI’S3 péréSGSte baza
S CRNE RN O B RE MR *>°/, - 175 Iteratia 2
z |2 M 2-M M 0 -M —250-225M ’
cg—z |0 -3+M [EEES/E-M 0 O -
X1 X2 S1 S2 S3 a; 5. b;
Bazd cp | —2 -3 0 0 0 -M a;,
300
x, -2 1 L/ 0 0 L/ 0 300 7 =600
50
a, -M| 0 @ o -1 1 SR 7 = 100
175
ss 0|0 1/, 1 0 1/, 0 175] 175 =350
z; -2 -1-M/,, 0o M -1+M/,, -M -600-50M
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e
Solutia optima dupa eliminarea variabilelor artificiale

X1 X2 51 S2 S3 a; 5. b;
Bazd cgp | —2 -3 0 0 0 -M
w | =2 [ 1/, 0 0 1/, 0
1 50
az —-M| 0 0 -1 e 1 50 173 = 100
175
s; 0| 0 1/, 1 0 L 0 175| 17 =350
7 -2 -1-M/, 0o M -1+M/, —-M —-600-50M
G — Zj 0 —2+M/2 0 -M l—M/z 0

/Solutia optima
Deoarece variabilele artificiale a, si a, au fost

eliminate, iar criteriul de optimalitate este indeplinit,
tabloul final ofera solutia optima a problemei reale:

» xq; = 250, x, = 100, cost minim 800 mii lei
Q S1 — 125,52 =O,S3 = (

~

a;z
300 % Concluzie: x, intrd in baza,

lar a, paraseste baza

2

Iteratia 3

Tablou simplex final

J

X4 Xy S1 Sy S3 _
Bazd ¢z | -2 -3 0 0 0 bi
X, =2 0 250
x, -3 1 0 -2 -1 100
s, 0 1 1 125
z; 2 -3 0 4 1 —800
¢ — 2 0 0 0 -4 -1

Observatie: daca o variabila artificiala ramane pozitiva in solutia finala, problema reala nu are solutie admisibila ]
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Cuprins

Cazuri speciale

» Solutii inexistente / nefezabile
» Solutii nemarginite

» Solutii alternative optimale

» Solutii degenerate
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Cazuri speciale in metoda simplex

» Siin metoda simplex pot aparea cazurile speciale discutate la rezolvarea grafica:

4 ) 4 )
® > | 1) Solutii inexistente / nefezabile l: " | 2) Solutii nemarginite
N\ _J \ J
4 ) 4 )
k NG 3) Solutii alternative optimale 4) Solutii degenerate
\§ J g J
Observatie
Aceste cazuri pot fi identificate prin analiza tablourilor simplex obtinute pe parcursul algoritmului
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Solutii inexistente / nefezabile

Suport curs MADDM - Lacrimioara Grama - CC BY-NC-SA 4.0

-

O problema LP este nefezabila daca nu exista nicio
solutie care sa satisfaca simultan toate constrangerile,

inclusiv conditiile de nenegativitate

\

~

(Tn metoda simplex, nefezabilitatea poate fi identificata la
finalul etapei de eliminare a variabilelor artificiale:

» dacaramane cel putin o variabila artificiala cu valoare

\ pozitiva, problema initiala nu are solutie admisibila

J

[

Pentru problemele in care toate constrangerile sunt de tip ,,<”,
membrul drept este nenegativ si variabilele sunt nenegative,

solutia x = 0 este fezabila

\_

\
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Solutii nemarginite
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4 3 . i . . o
O problema LP de maximizare are solutie nemarginita
daca valoarea functiei obiectiv poate creste la infinit fara

\?ncélcarea constrangerilor

v,

/Tn metoda simplex, daca o variabila urmeaza sa intre in baza, )

dar toate elementele din coloana pivot sunt < 0, atunci nu

exista linie pivot

Consecinta: variabila poate creste nelimitat, iar valoarea
\func’giei obiectiv se imbunatateste fara limita Y
/C)bserva'gie )

Intr-un model economic realist si corect formulat, o solutie

nemarginita nu ar trebui sa apara

Daca apare, de regula indica o eroare de formulare sau lipsa
\unor constrangeri importante Y,
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R R R R,
Solutii alternative optimale

4 )

O problema LP are solutii alternative optimale daca
exista doua sau mai multe solutii fezabile diferite care
conduc la aceeasi valoare optima a functiei obiectiv

\_ J

4tabloul simplex final, daca o variabila secundara are \
valoarea O'in linia de evaluare neta c; — z;, atunci poate exista
o solutie optima alternativa

Daca aceasta variabila poate fi introdusa in baza, se obtine o
alta solutie optima, cu aceeasivaloare a functiei obiectiv

Aceasta variabila poate fi introdusa in baza fara modificarea

%alorii functiei obiectiv /
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Solutii degenerate

O solutie de baza admisibila este degenerata daca una
sau mai multe variabile de baza au valoarea zero

Degenerarea poate aparea:

\/, » din formularea problemei

» cand testul raportului minim produce un raport egal cu zero
» cand exista egalitate intre mai multe rapoarte minime Y

\_

/Observa'gie )
In prezenta degenerdrii, pot aparea pivotari care nu modific
valoarea functiei obiectiv
De aceea, algoritmul poate efectua una sau mai multe iteratii

\féré imbunatatirea valorii functiei obiectiv )
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R R R R R,
Observatii

ﬁariabile artificiale si nefezabilitatea\ /Regiune fezabila nemérgini&

Dac3, la finalul etapei de eliminare, cel putin vs. problema nemarginita

o variabila artificiala are valoare pozitiva, O regiune fezabila nemarginita nu
problema initiala nu are solutie admisibila implica automat o solutie

O variabila artificiald poate rdmane in baza nemarginita

cu valoarea zero fara ca problema sa fie Problema este nemarginita doar
nefezabila daca functia obiectiv se poate

> In acest caz, solutia de baza este Imbunatati nelimitat intr-o

Kdegeneraté / Qirectie fezabila /
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Rezumat

max z=Cy+ Coy
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> In cursurile 12 si 13 am introdus metoda simplex ca
procedura algebrica pentru rezolvarea problemelor de
programare liniara

» Metoda simplex poate fi aplicatd manual pentru probleme
LP mici, dar pentru probleme cu multe variabile si
constrangeri sunt necesare pachete software specializate

» Multe pachete software utilizeaza variante ale metodei
simplex sau algoritmi derivati pentru rezolvarea
problemelor LP

» Am prezentat modulin care un model LP este adusin
forma tabelara necesara aplicarii metodei simplex:

= constrangeri de tip ,,<”
= constrangeri de tip ,,.=”
= constrangeri de tip ,,=”
= constrangeri cu membru drept negativ

34
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(@)
0 1 0
0 0 1
dy; | Az
0 0

» Pentru constrangerile de tip ,,2” si ,,=”, sunt necesare
variabile artificiale pentru construirea formei tabelare

> In metoda Big-M, fiecarei variabile artificiale i se atribuie un
coeficient de penalizare foarte mare in functia obiectiv
= —M pentru probleme de maximizare
= +M pentru probleme de minimizare, daca problema este
tratata direct ca minimizare
» Daca problema reala este fezabila, variabilele artificiale
trebuie eliminate din solutie sau trebuie sa aiba valoarea
zero inainte de atingerea optimului

» lteratiile necesare pentru eliminarea variabilelor artificiale
formeaza faza | a metodei simplex

» Pentru problemele de minimizare, am discutat doua
abordari:

= adaptarea regulii de introducere in baza si a criteriului de
optimalitate

= transformarea problemei de minimizare intr-o problema
echivalenta de maximizare
» Dupa rezolvarea problemei de maximizare echivalente,
valoarea optima a problemei initiale se obtine schimband
semnul functiei obiectiv

35
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Forma tabelara - generalizare

Rezumat
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  ≥


  ≤


  ≥


  =


  ≥


     𝐌 𝐚 𝐱  250  x 1  + 200  x 2    ( func ț ia   obiectiv )           𝐬 . 𝐭 .  3  x 1  + 5  x 2  ≤ 150   ( timp   asamblare )             1  x 2  ≤     20   ( ecran   laptop )                        8  x 1  + 5  x 2  ≤ 300   ( capacitate   spa ț iu )        𝟏  𝒙 𝟏  + 𝟏  𝒙 𝟐  ≥ 𝟐 𝟓      ( produc ț ie   minim ă )     x 1 ,     x 2  ≥ 0         ( nenegativitate )            


  ≥


  ≤


  ≥


     𝐌 𝐚 𝐱  250  x 1  + 200  x 2  + 0  s 1  + 0  s 2  + 0  s 3  + 0  s 4    𝐬 . 𝐭 .  3  x 1  + 5  x 2  + 1  s 1     = 150     1  x 2   + 1  s 2    =     20    8  x 1  + 5  x 2    + 1  s 3   = 300    1  x 1  + 1  x 2     − 1  s 4  =     25     x 1 ,     x 2 ,   s 1 ,   s 2 ,   s 3 ,   s 4  ≥         0


     𝐌 𝐚 𝐱  250  x 1  + 200  x 2    𝐬 . 𝐭 .  3  x 1  + 5  x 2  ≤ 150     1  x 2  ≤     20    8  x 1  + 5  x 2  ≤ 300    𝟏  𝒙 𝟏  + 𝟏  𝒙 𝟐  ≥ 𝟐 𝟓         x 1 ,     x 2  ≥ 0      


  ≤


   x 1 =  x 2 = 0


   𝒔 𝟒 = − 𝟐 𝟓 < 𝟎


   𝒂 𝟒


   x 1 +  x 2 −  s 4 +  a 4 = 25


   𝒂 𝟒


   x 1 =  x 2 =  s 4 = 0


   s 1 = 150


     s 2 = 20


   s 3 = 300


   a 4 = 25


   a 4


  a ₄


     3  x 1  + 5  x 2  + 1  s 1      = 150    1  x 2   + 1  s 2     =     20   8  x 1  + 5  x 2    + 1  s 3    = 300   1  x 1  + 1  x 2     − 1  s 4  + 𝟏  𝒂 𝟒  =     25


   s 1 ,  s 2 ,  s 3


   a 4


   a 4


  Max       250  x 1 + 200  x 2 + 0  s 1 + 0  s 2 + 0  s 3 + 0  s 4 − 𝑴  a 4


  M > 0


   c B


   x 1


   x 2


   s 1


   s 2


   s 3


   s 4


   a 4


   b i


     b i   a  i 1


   s 1


  3


  5


  1


  0


   150 3 = 50


   s 2


  0


  1


  0


  0


  −


   s 3


  8


  5


  0


  1


   300 8 =  75 2


   a 4


  − 1


   25 1 = 𝟐 𝟓


   z j


  − 𝟐 𝟓 𝑴


   c j −  z j


   x 1


   a 4


     𝐌 𝐚 𝐱  250  x 1  + 200  x 2  + 0  s 1  + 0  s 2  + 0  s 3  + 0  s 4  − 𝑴  𝒂 𝟒          𝐬 . 𝐭 .  3  x 1  + 5  x 2  + 1  s 1      = 150     1  x 2   + 1  s 2     = 20          8  x 1  + 5  x 2    + 1  s 3    = 300      1 x 1      + x 2     − 1  s 4          + 𝟏  𝒂 𝟒            = 25    


    ( x 1 ,    x 2 ,    s 1 ,    s 2 ,    s 3 ,    s 4 ,    a 4 ) = ( 0 ,   0 ,   150 ,   20 ,   300 ,   0 ,   25 )


   c B


   x 1


   x 2


   s 1


   s 2


   s 3


   s 4


   a 4


     b - i


  250


  200


  0


  0


  − M


   s 1


  2


  1


  0


  𝟕 𝟓


   s 2


  1


  0


  0


  𝟐 𝟎


   s 3


  − 3


  0


  1


  8


  𝟏 𝟎 𝟎


   x 1


  250


  − 1


  𝟐 𝟓


   z j


  250


  250


  − 250


  𝟔 𝟐 𝟓 𝟎


   c j −  z j


  0


  − 50


  250


   a 4


   a 4


   c B


   x 1


   x 2


   s 1


   s 2


   s 3


   s 4


     b - i


       b - i     a -  i 6


  250


  200


  0


  0


   s 1


  2


  1


  0


  𝟕 𝟓


   75 3 = 25


   s 2


  1


  0


  0


  𝟐 𝟎


  −


   s 3


  − 3


  0


  1


  8


  𝟏 𝟎 𝟎


   100 8 =   𝟐 𝟓 𝟐


   x 1


  250


  − 1


  𝟐 𝟓


  −


   z j


  250


  250


  − 250


  𝟔 𝟐 𝟓 𝟎


   c j −  z j


  0


  − 50


  250


   c B


   x 1


   x 2


   s 1


   s 2


   s 3


   s 4


     b - i


       b - i     a -  i 2


  250


  200


  0


  0


   s 1


  0


   25 8


  1


    − 3 8


    𝟕 𝟓 𝟐


     75 / 2   25 / 8 = 𝟏 𝟐


   s 2


  0


  1


  0


  0


  𝟐 𝟎


   20 1 = 20


   s 4


  0


    − 3 8


  0


   1 8


  𝟏


    𝟐 𝟓 𝟐


  −


   x 1


  250


   5 8


   1 8


  𝟎


    𝟕 𝟓 𝟐


     75 / 2   5 / 8 = 60


   z j


  250


   625 4


   125 4


  0


  𝟗 𝟑 𝟕 𝟓


   c j −  z j


  0


   175 4


    − 125 4


  0


   s 4


   s 3


   x 2


   s 1


   𝒂 𝟒


   c B


   x 1


   x 2


   s 1


   s 2


   s 3


   s 4


     b - i


  250


  200


  0


  0


   x 2


  200


  0


  𝟏


   8 25


    − 3 25


  𝟏 𝟐


   s 2


  0


  𝟎


    − 8 25


   3 25


  𝟖


   s 4


  0


  𝟎


   3 25


   2 25


  1


  𝟏 𝟕


   x 1


  250


  𝟎


    − 1 5


   1 5


  0


  𝟑 𝟎


   z j


  250


  200


  26


  0


  𝟗 𝟗 𝟎 𝟎


   c j −  z j


  0


  0


  − 14


  − 26


  0


  a ₄


  c ⱼ − z ⱼ ≤ 0


   x 1 = 30


   x 2 = 12


  s ₁   =   0


  s ₂   =   8


  s ₃   =   0


  s ₄   =   17


  =


  =


   a i


   x 1 +  x 2 = 25


   x 1 +  x 2 +  𝒂 𝟒 = 25


   a 4


  − M


  M > 0


  ≥


     a 1 x 1 +    a 2 x 2 + … +  a n  x n ≥ − b ;   b > 0


  ≤


      − a 1 x 1 −    a 2 x 2 − … −  a n  x n ≤ b


  6  x 1 + 3  x 2 − 4  x 3 ≥ − 20


   ⇒  × ( − 1 )


  − 6  x 1 − 3  x 2 + 4  x 3 ≤ 20


  =


     a 1 x 1 +    a 2 x 2 + … +  a n  x n = − b ;   b > 0


      − a 1 x 1 −    a 2 x 2 − … −  a n  x n = b


   x 2 ≤  x 1 − 5   ⟹ −  x 1 +  x 2 ≤ − 5


   x 1 −  x 2 ≥ 5


   x 1 −  x 2 −  𝒔 𝟓 +  𝒂 𝟓 ≥ 5


  ≤


     a 1 x 1 +    a 2 x 2 + … +  a n  x n ≤ − b ;   b > 0


  ≥


      − a 1 x 1 −    a 2 x 2 − … −  a n  x n ≥ b


  ≤


  ≥


  − M


  =


  − M


   c j −  z j


   c j −  z j


   min ⁡  f ( x ) ⟺  max ⁡  [ − f ( x ) ]


     𝐌 𝐢 𝐧  2  x 1  + 3  x 2     ( func ț ia   obiectiv )     𝐬 . 𝐭 .  1  x 1   ≥  125   ( cerere   produs   A )    1  x 1  + 1  x 2  ≥  350   ( produc ț ie   total ă )    2  x 1  + 1  x 2  ≤  600   ( timp   procesare )       x 1 ,     x 2  ≥  0   ( nenegativitate )    


     𝐌 𝐚 𝐱  − 2  x 1  − 3  x 2  + 𝟎  𝒔 𝟏  + 𝟎  𝒔 𝟐  + 𝟎  𝒔 𝟑  − M  a 1  − M  a 2    𝐬 . 𝐭 .    1 x 1   − 𝟏  𝒔 𝟏    + 1  a 1   = 125    1  x 1  + 1  x 2   − 𝟏  𝒔 𝟐    + 1  a 2  = 350    2  x 1  + 1  x 2    + 𝟏  𝒔 𝟑    = 600     x 1 ,     x 2 ,   𝒔 𝟏 ,   𝒔 𝟐 ,   𝒔 𝟑 ,   a 1 ,   a 2  ≥         0


     𝐌 𝐢 𝐧  2  x 1  + 3  x 2     ( func ț ia   obiectiv )     𝐬 . 𝐭 .  1  x 1   ≥  125   ( cerere   produs   A )    1  x 1  + 1  x 2  ≥  350   ( produc ț ie   total ă )    2  x 1  + 1  x 2  ≤  600   ( timp   procesare )       x 1 ,     x 2  ≥  0   ( nenegativitate )    


  min ⁡ f ( x )   ⇔   max ⁡ [ − f ( x ) ]


     𝐌 𝐚 𝐱  − 2  x 1  − 3  x 2     ( noua   func ț ie   obiectiv )     𝐬 . 𝐭 .  1  x 1   ≥  125   ( cerere   produs   A )                        1  x 1  + 1  x 2  ≥  350   ( produc ț ie   total ă   )                      2  x 1  + 1  x 2  ≤  600   ( timp   procesare )                           x 1 ,     x 2  ≥  0   ( nenegativitate )                        
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